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Vorwort

Die Mathematik hat mich schon seit den friihen Jahren meiner schulischen Lautbahn
begeistert. Aus diesem Grund wollte ich mein Wissen erweitern, weshalb ich mich schlieBlich
dazu entschloss eine Fachbereichsarbeit zu verfassen, um mich somit mit verschiedenen
mathematischen Themen ndher auseinander zu setzen. Doch habe ich recht schnell erkannt,
dass mir eine Beschrinkung auf rein theoretische Abhandlungen nicht geniigt. Deshalb habe
ich mich tiber die unterschiedlichen praktischen Anwendungsbereiche der Mathematik
informiert. Da mich die Biologie mit ihrer Bedeutung fiir unser tdgliches Leben ebenfalls sehr
interessiert, bin ich zu dem Schluss gekommen, dass sich diese beiden naturwissenschaft-
lichen Bereiche gut mit einander kombinieren lassen und ich somit die Verbindungen in einer
facheriibergreifende Fachbereichsarbeit darstellen kann. In der Schule hatte ich nicht sehr oft
die Gelegenheit Zusammenhédnge so tiefgreifend und so weit {iber ein bestimmtes
Unterrichtsfach hinausgehend zu studieren.

AuBlerdem mochte ich die Gelegenheit nutzen und jenen danken, die mich tatkriftig
unterstiitzt haben. Zum einen danke ich meinen betreuenden Professoren Frau Mag. Claudia
Dorrich und Herrn Mag. Dr. Wolfgang Leopolinger, die mir stets hilfreiche Ratschlidge aus
der Mathematik und der Biologie erteilen konnten. Ebenso danke ich Herrn Mag. Dr. Andreas
Sandmayr fiir seine Unterschtiizung bei der Gestaltung des Layouts. Besonderer Dank gilt
dabei auch meinen Eltern, die mir mit hilfreichen Diskussionen zu meiner Fachbereichsarbeit

zur Seite standen.
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2. Einleitung: Bedeutung mathematischer Kurvenmodelle in der
Gewasserokologie

Um Okosysteme zu erkunden werden Messdaten zur Beschreibung von Aufbau, Strukturen
und Prozessen erhoben. Zum Aufbau zdhlt zum Beispiel die Schichtung eines Gewdéssers
infolge einer jahreszeitlich bedingten Erwdrmung und Abkiihlung, zu den Strukturen die
Biomasse von Viren, Bakterien, Algen, Zooplankton und Fischen und zu den Prozessen
Wachstums- und eventuelle Fressraten der Lebewesen. Mathematische Modelle werden
angewendet um Aufbau, Strukturen und Prozesse treffend beschreiben zu konnen. Dabei
konnen nur bestimmte mathematische Funktionen einen Datensatz sinnvoll beschreiben. So
verlaufen alle Wachstums- und Abbauprozesse von der Physik bis zur Biologie exponentiell.
Aus diesem Grund wird eine exponentielle Funktion zur Beschreibung des Wachstums der
Algen in Gewissern verwendet und nicht etwa ,,eine Funktion die zuféllig™ passt (siche auch
Kapitel 3).

Da alle Messungen sowohl im See als auch bei Experimenten Abweichungen unterliegen,
muss man davon ausgehen, dass die theoretische Beschreibung durch ein Modell den Mess-
werten nicht in jedem Fall entspricht. Wenn die Abweichungen des ,,theoretischen™ Modells
von den Daten zu grof3 sind, gibt es zwei Fragen, die man sich nun stellen wird:
1.: Liegen die Fehler in der Erhebung der Messdaten?
o st das Messgerit korrekt geeicht?
e Liegt die Messung von Werten auflerhalb des Messbereiches vom Gerét oder
auflerhalb der Nachweisgrenze einer chemischen Analyse?
e Liegt eine saubere Durchfiihrung eines Experimentes vor, die zum Beispiel das
Uberpriifen der Reinheit von Kulturen und Substanzen einschlief3t?
e Konnen Scheineffekte (Artefakte) ausgeschlossen werden?

2.: Liegen die Abweichungen aufgrund von einer Anwendung eines wenig geeigneten
Modells vor?

Eine Giite, ob die Messdaten korrekt gemessen sind bzw. ob ein Modell den Sachverhalt
passend beschreibt, stellt das Ausmall der Abweichung zwischen den Messdaten und den
durch das Modell berechneten Daten dar. Beispielhaft gesagt, wenn bei einem Algenwachs-
tumsexperiment bei Zugabe von 2 pumol/l Phosphor als Néhrstoff nach dem Wachstums-
modell ein Zuwachs an Algenbiomasse von 2 mg/l zu erwarten ist, der reale Zuwachs aber
nur um Img/1 ist, ergibt sich eine Abweichung von 50%. Bei komplexen Zusammenhéngen
sind umfassendere mathematische Berechnungen zur Abweichung von Messdaten vom
Modell notwendig, die im nachfolgenden Kapitel 3 fiir lineare und ausgewihlte nichtlineare
Kurven abgehandelt werden. Neben der Giite der Ubereinstimmung zwischen Modell und
Messdaten (Kurvenanpassung) konnen mit den Modellen auch Parameter (Gréfen) berechnet
werden, die fiir eine weitere Auswertung wichtig sind. So wird es nicht ausreichend sein, zu
wissen, dass bei dem oben genannten Beispiel 2 mg/l Biomasse beim Wachstumsversuch
gebildet werden. Es ist vielmehr interessant zu wissen, ,,wie schnell”, d.h. iiber welchen
Zeitraum die 2 mg/l Biomassezuwachs erfolgen. Wenn beispielsweise 2mg/l Zuwachs inner-
halb von 24 Stunden erfolgen, wird angezeigt, dass die Alge schnell wichst, optimale Wachs-
tumsbedingungen vorfindet und effizient diese Bedingungen nutzen kann. Braucht eine Kultur
fiir denselben Biomassezuwachs dagegen 2 Tag ist diese mit ithrem Wachstum weniger
effizient. Die mathematische Beschreibung fiir diesen Sachverhalt ist eine Rate, d.h., die
Menge an Zuwachs pro Zeit (Anderung der Biomasse pro Zeit). So betriigt die Wachstumsrate
der effizienten Nutzung im ersten Beispiel 2 mg/l pro Tag und fiir die zweite ineffiziente
Nutzung Img/l pro Tag. Diese Rate kann nicht ,,direkt* gemessen sondern nur mathematisch
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hergeleitet werden. Solche Raten sind jedoch wichtig zu berechnen, da damit Ursachen eines
effizienteren Wachstums herausgefunden werden konnen. Der Unterschied in der
Wachstumsrate konnte beispielweise von unterschiedlichen Temperatur-, pH-Wert- oder
Lichtbedingungen usw. bewirkt worden sein. Aus der Beschreibung dieses einfachen
Sachverhaltes wird deutlich, dass es wichtig ist abgeleitete GroBlen wie die Wachstumsrate zu
berechnen. Solche mathematisch hergeleiteten GroBlen werden fiir Sinusschwingungen und
exponentielle Funktionen beispielhaft fiir Jahresverlaufe der Wassertemperatur und die
Abnahme der Lichtintensitdt mit der Wassertiefe gezeigt. Diese Groflen werden nicht, wie
oben genannt zu Wachstumsbedingungen (Temperatur, pH-Wert, Licht), sondern zu dem
regionalen Wetter, dem Klima und der Algenmassenentwicklung in Beziehung gesetzt
(Kapitel 4).

Samtliche Daten, die ich fiir meine Berechnungen verwende, beziehen sich auf den Mondsee.
Der Mondsee liegt im Salzkammergut bei Mondsee, ca. 30 km entfernt von Salzburg. Dieser
alpine See ist an der tiefsten Stelle 60 m tief und von der Wasserqualitét als néhrstoffarm bis
schwach-néhrstoffreich einzustufen (oligo- bis mesotroph). Der Attersee und Traunsee sind
benachbarte Seen. Der Attersee ist ndhrstoffairmer (oligotroph) als der Mondsee und wird
daher als Leitsee betrachtet (Referenzsee der Salzkammergutseen) und wird deshalb im Ver-
gleich mit den anderen Seen des Salzkammergutes als sehr urspriinglich angesehen. Der
Traunsee ist mit 191 m Tiefe und 2302 Millionen m? der tiefste und zugleich auch der grofte
See in Osterreich.

Der Mondsee, allerdings, zdhlt zu den Seen des Salzkammergutes, die am intensivsten in den
letzten 20 Jahren untersucht wurden. Das Interesse liegt zum einen in der touristischen
Bedeutung dieses Sees fiir Oberdsterreich (angewandte Forschung). Zum anderen dient der
Mondsee als Modellsee in der Grundlagenforschung zu alpinen Seen. So liefen in den
vergangenen 20 Jahren zahlreiche Untersuchungen sowohl am Institut fiir Limnologie der
Osterreichischen Wissenschaften der Akademie als auch dem Bundesinstitut fiir Seenfor-
schung und Binnenfischerei in Scharfling. Die Auswahl der Datenreihen fiir meine Fach-
bereichsarbeit wurden von beiden Instituten bereitgestellt, auch wenn sie im wesentlichen
vom Institut fiir Limnologie kommen. Limnologie ist die Wissenschaft der Binnengewisser
und umfalt die Physik, die Chemie und die Biologie von den Seen, den Fliissen und dem
Grundwasser.
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3. Methode: mathematische Anpassung der Kurvenmodelle

3.1. Theorie der Kurvenanpassung mit der GauRschen Methode der kleinsten
Quadrate

Die lineare Kurvenanpassung mit der Gauflschen Methode der kleinsten Quadrate nach
Lothar Papula (2001) im Kapitel 3.1.1. stellt die wesentliche Grundlage fiir die mathematische
Herleitung der nachfolgend beschriebenen nichtlinearen Kurvenanpassungen dar und soll
damit zuerst ausfiihrlicher beschrieben werden. Die lineare Kurvenanpassung wird anhand der
einfachsten polynomischen Funktion f (t)=a0 +a,-t (allgemeine Geradengleichung; a,

driickt den Wert der Verschiebung auf der y-Achse und a, ist die Steigung der Geraden)

veranschaulicht, woraus weitere Berechnungen fiir nichtlineare Kurvenanpassungen im
Kapitel 3.1.2. abgeleitet werden.

3.1.1. Lineare Kurvenanpassung

Die Aufgabe der linearen Kurvenanpassung besteht darin die Koeffizienten g, und g, einer
vorgegebenen Funktion f(f)=a,+a, -t so zu bestimmen, dass die Kurve den Messdaten

bestmoglich folgt, d. h., dass die Summe S der Quadrate der Abweichungen der Messwerte
y, von den Funktionswerten f(z,)=a, +a,t,,
2

S(aO’al): (y1 _(ao +q 'tl))z "'(J’z _(ao +a 'tz))z +"'+(yn _(ao +q 'tn)) >
minimal wird (Abb. 1).

n

S(ay,a,)= Z(yi (4, +a,-,))" = min

i=1
Um das gesuchte Minimum beziiglich g, und a, zu finden, muss die Summe § nach a, und

a, abgeleitet und 0 gesetzt werden. Da es sich hier um eine Funktion von zwei Variablen

fty=ao+ai-t

-
-

Abb. 1: 3 fiktive Messwerte (Sternchen) und die dazugehoérigen Funktionswerte auf der
Geraden (Punkte). Die Abstande zwischen Sternchen und Punkten sollen mdglichst klein
werden, um eine madglichst gut angepasste Funktion zu erhalten.
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handelt, wird eine davon als eine Konstante angesehen, wihrend nach der anderen abgeleitet
wird. Dieses Verfahren bezeichnet man als partielle Differentiation. Im Unterschied zur
gewOhnlichen Ableitung benutzt man hier das Symbol 0. Die Variable, die man konstant
gesetzt hat, fiigt man als Index an.

S(aoaal):(y (a0+a1 )) (yz (a0+a1-tz))z+...+(yn—(a0+a1-tn))2

[_) :2'()/1 —(ao +a, ‘tl))‘(_1)+2'(y2 _(ao +a 'tz))'(_1)+---+2'(yn _(ao ta ‘tn))'(_l)

0a,

—22 a0+a1 tz)) (_1)

Durch Umformen gelangt man zu folgender Summendarstellung:
oS

(_] :2'()/1 —(a0+a1 'tl))'(_l)+2'(y2 —(a0+a1 'tz))'(_l)+---+2'(yn —(a0+a1 'tn))'(_l)

oa,

==2-y+2-a,+2-a,-t,-2-y,+2-a,+2-a,-t,—..=2-y,+2-a,+2-a,-t,

_Z 2-y.)+2- na0+22a1 )= 22 )+2-na,+2-a,- En:(zi)

i=1
Als nachsten Schritt setze ich dlese Ableitung 0, um den Extremwert (Minimum) zu erhalten.

(s—sj :—Z-Zn:(yi)+2-n-a0+2-a1-Zn:(t,.)zo
a ),

i=1 i=1

2-n-a,+2-a,- z =2- Z yl
i=1

n

aynva-3)=Y ()

i=1 i=l
Die Ableitung nach a, ergibt ein &hnliches Resultat:

[8_Sj 22'()/] —(a0+a1 'tl))'(_tl)"'z'(yz _(a0+al -12))-(—12)+...+2-(yn _(a0+al 'tn))'(_tn)

oOa,

—22 ao+a1 1)) (_ti)

(S_Sj => (=2-1,-y,)+ n (2-t,-a,)+ n (2 a, t,2)= 2 n (t-3,)+2-a, Zn:( )+2-q, Zn:(tlz)
4 )y = i=l =l = = -
oS g ; y
ng =230 w)+ 2 a3 (1)+2-0,- 7)== 0
\ i i=l i=1

dy - (ti)+al'zn:(ti2):i(ti'yi)

i=1 i=1 i=1
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Als Resultat der beiden partiellen Ableitungen und der Nullsetzung, ergeben sich zwei lineare
Gleichungen mit den beiden Unbekannten a, und q,. Dieses Gleichungssystem ist eindeutig

losbar. Zur Vereinfachung der weiteren Rechnungen ersetze ich die Summen in folgender
Weise:

S, =n, S, = Z(ti)’ Sy = Z(yi)
i=1 il
Sy = Z(ti)’ Sy = Z(tiz)’ Sy = Z(ti 'yi)
il

i=1 i=1
Dadurch ergibt sich folgende Darstellung des Gleichungssystems:
Sy +S8, a4, =Sy
Sy -y + 8y -a, =35y,
Bei ndherer Betrachtung fillt auf, dass S, =S,,. Deshalb werde ich ab sofort nur noch S,

verwenden.
Nun forme ich die 2. Gleichung nach g, um

Sy =4y~ Spy
S22
und setze das Ergebnis in die erste Gleichung ein.

a, =

Sy—a,-S

12 _
a8, + 81y =8

2

ay Sy Sy +(Sz3 —a, 'Slz)'Slz =85S,

ay Sy Sy +8, 8, —a, 'S122 =85S,
a '(Sll 'Szz _Slzz): S13 'Szz _S23 'Slz

_ Si3 8y =85 - S
0=
Sy Sy — Slzz
Durch das Einsetzen von g, in die 2. Gleichung erhalte ich die Losung fiir g, .

S8, 8,8
SB_[ 13" 92 T P93 12)512

a = Sll'Szz_S122
‘ Sy
a S23 (S13'522_S23'S12j_h
1
Szz Sn Szz S122 A)
a Sz3 (Sn Szz S122) 13 Szz_st'Slz)
b S, (S, S sz)
a :Sn'Szz S S S S12 S13 S22+S122 S
! Sy, (8,85, —S2)
al—S22 (Su S23 S S )
Szz (Sll Szz S122)
_ Sn 'S23 _S12 'S13
=
S11 'Szz _S122
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Somit erhélt man die zwei Losungen a, = Si 55 =5y 2523 und q, = S-S =5, 2513 als
S11 'Szz_Slz Sll'Szz_Slz

die beiden gesuchten Parameter fiir die am besten angepasste Funktion (Gerade).

Das Verfahren der Kurvenanpassung lisst sich auch auf Polynome hdherer als 1. Ordnung

anwenden. Dabei ist zu beachten, dass sich bei n-ter Ordnung (n+1) Gleichungen mit der

selben Anzahl von Variablen ergeben.

Diese Methode ist jedoch nicht nur auf Polynome beschrinkt, sondern auch in bestimmten

Féllen bei Exponentialfunktionen und trigonometrische Funktionen, die fiir die Beschreibung

in der Natur und Technik essentiell sind, nutzbar. Das wesentliche Kriterium dafiir besteht

darin, dass die gesuchten Koeffizienten linear sind.

3.1.2. Nichtlineare Kurvenanpassungen

3.1.2.1. Sinusschwingung

Nachfolgend zeige ich, wie man eine Sinusschwingung als Basis fiir die Kurvenanpassung
verwendet. Dies bendtigt man unter anderem, wenn die Messdaten einen trigonometrischen
Verlauf aufweisen, so zum Beispiel ein Jahrestemperaturverlauf. Die Auswertung der realen
Daten wird in Kapitel 4 ausfiihrlich beschrieben.

Eine einfache Sinusschwingung mit einem Phasenwinkel ¢
f(t)=4-sin(@w-1+¢)

lasst sich mit Hilfe der Additionstheoreme (Summensétze) der trigonometrischen Funktionen

in Kosinus- und Sinusfunktionen mit gleicher Kreisfrequenz @ (@ =27 -v) zerlegen.

f(¢)=A-(sin(e-t)- cos(p)+ cos(@ - t)- sin(p))

f(¢)=A-sin(¢p)-cos(w-t)+ A-cos(p)-sin(w-1)

Mit a, = 4-sin(p) und a, = 4-cos(p) entsteht wiederum eine Funktion mit linearen Koeffi-

zienten.

f(t)=a,-cos(w-t)+a, -sin(w - )

Bei einer Division von a, durch a, ergibt sich 4 ALH((D)

2~ A-cos(p) tan(p), also ist

-l
@ =arctan—-.
a,

Bei dieser Division ist nicht mehr zu erkennen welche Vorzeichen die Ausgangskoeffizienten
a, und a, haben. Die Losung liegt immer im Bereich —7/2 < ¢ < 7/2, obwohl dies nicht
unbedingt das richtige Ergebnis ist. In der folgenden Abbildung ist zu erkennen, dass man die
Losungen in vier verschiedene Fille (+ a,+a, ;—a,,+a, ;+ a,,—a, und — a,,—a, ) unterscheiden
muss.
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Abb. 2: 4 Fiktive Lésungen (blaue Striche), die bei einer Kurvenanpassung basierend auf einer
sinusformigen Schwingung entstehen kénnen.

In Abb. 2 sind eine Sinusfuktion (schwarze, durchgehende Linie), eine Kosinusfunktion
(schwarze, gestrichelte Linie) und eine Tangenskurve (rote Linie) dargestellt. Weiters habe
ich vier fiktive Losungen gewihlt, deren ¢ -Werte durch die blauen Hilfsgeraden markiert

sind. Die zwei gestrichelten blauen Linien deuten an, an welcher Position sich die
dazugehorigen Losungen befinden wiirden, wenn man nicht die Vorzeichen in entsprechender
Weise berticksichtigt. Dabei ist es entscheidend, ob a, einen positiven oder einen negativen

Wert annimmt. Wenn a, <0, dann muss 7 dazu addiert werden, um das wirkliche ¢ zu

erhalten.
Dies ldsst sich in folgender Form darstellen:

Q= arctan[%} - % . (sgn(az)— 1).

2
Die Signumsfunktion sgn gibt das Vorzeichen einer Zahl an. Es gilt:

+1  fiir z>0

sgn(z)=40  fir z=0
-1 fiir z<0

Das bedeutet in diesem Fall, dass die Phasenverschiebung fiir positive a, wegfillt und fiir

) ) ) .. a
negative a, den Wert 7 annimmt. Nimmt a, den Wert 0 an, dann ist —- = +o0, woraus folgt,
a,

dass ¢ = arctan(i oo) = i%. Dieser Sonderfall kann nicht durch die obige Formel ausgedriickt

und musste daher extra behandelt werden.
Aus a +a; = A* -sin*(p)+ A” - cos’(p) = 4> - (Sin2(¢)+ cosz(go)): A folgt

A=\lal +a; .

o
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Somit ergibt sich die nachstehende Losungsfunktion:

O s s )2 a0

2

Die Kurvenanpassung erfolgt nach dem gleichen Prinzip wie in Kapitel 3.1.1..

S(ag.a)=3 (v, ~(a, +a-1,)f - min

i=1
Nur in diesem Fall sind die gesuchten Koeffizienten nicht a, und a,, sondern g, und a,.
Die Summe der Quadrate der Abweichung hat folgende Gestalt:
S = (y1 - (al -cos(a)'tl)+ a, 'sin(a) -1 )))2 + (y2 - (al -cos(a) -t2)+ a, -sin(a) ‘1, )))2 + o
+(yn - (al . cos(a) 1, )+ a, - sin(a) 1, )))2
oder in Summendarstellung

S = Z[y -cos(w1,)+a, -sin(a)-ti))]2

Ableltung nach q,:

(a—Sj 20y, ~a,cos{e )~ -sinfeo 1 - cos(-1) ¢

0a,

+ 2[y, —a,-cos(@-t,)—a, -sin(w-1,)[~ cos(@-1,))+ ...
+ 2y, —a, -cos(w-t,)—a, -sin(w-t, )|~ cos(ew -1,))

[—J —2Z[y —a,-cos(wt,)—a, -sin(w -1, )|~ cos(w1,))

oa, P
Bei Nullsetzung und weiterer Umformung ergibt sich folgendes:
0= (— » -cos(a) -tl)—y2 -cos(a) 2 -y -cos(a) 1))+

(a1 -cos’(w-t,)+a, -cos’(w-t,)+...+a, -cos*(w -, ))
(a, -sin(w-1,)-cos(@-t,)+ a, -sin(wt,)-cos(@ t,) + ...+ a, -sin(w 1, )- cos(ew -, )

:—Zn:yl. -cos(w -, Zal cos’(@-t,) Zaz -sin(@t,)- cos(@ 2,)

a, - Zcos w-t)+a,- Zsma) t,)-cos(@-t,) Zyl cos(w ;)

i=1 i=1
Wenn man jetzt a, konstant setzt, gelangt man durch partielle Ableitung nach a,,
Nullsetzung dieses Ausdrucks und Umformungen zum Ergebnis
a - Zsin(a) t,)-cos(@-t,)+a, - Zsinz(a) 't)= Zyl. -sin(@ ;).

i=1 i=1 i=1

Mit

S = Zn:cosz(a) -ti), S, = Zn:sin(a)-ti)-cos(a)-ti), S = Zn:yl. -cos(a) -tl.)
i=1 i=1

i=1

S, = isin(a;.zi).cos(w.ti), S,, = iSinz(a)-E), S,, = iyi -sin(a)-t[)

i=1 i=l1 i=1
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erhélt man ein Gleichungssystem von 2 linearen Gleichungen mit 2 Variablen, deren Losung
bereits in Kapitel 3.1.1 berechnet wurde.

Prinzipiell hat man die Mdoglichkeit eine konstante Verschiebung der Sinusfunktion in y-
Richtung durch eine 3. Unbekannte a, zu erreichen.

f(t)=a, +a,-cos(w-t)+a, -sin(w-¢)
Da a, nichts anderes ist als der Mittelwert, kann man diesen auch vorher bestimmen und von

den gemessenen Daten subtrahieren. Letzteres werde ich in meinen Auswertungen anwenden.
Um eine noch bessere Kurvenfittung zu erhalten, kann man auch das @ als eine Variable
betrachten. Dadurch wiirde aber ein nicht lineares Gleichungssystem entstehen, welches keine
eindeutige Losung mehr hat.

S = z —(a,-cos(w-t,)+a, -sin(w-,))f

(g_Sj - Z[yl —a - COS(CU 'tl)_ a, - sin(a) ‘4 )](al 1 sin(co 'tl)_ a, -1 COS(CO 4 ))+
@ ay,ay

+ 2[y, —a, -cos(w -1 ,)-a, -sin(a)-tz)](al -t,-sin(@-t,)—a, -1, -cos(w-,))+ ...
+ 2[y, —a,-cos(w-t,)—a, -sin(w-,)a, -1, -sin(w1,)—a, -1, - cos(ew -,))

n

(ﬁj = 22 [y, —a,-cos(w-t,)—a, -sin(w-1,)|a, -1, -sin(w-t,) - a, -1, - cos(w -1,))
ay,a, i=1

0w

Nun ist deutlich zu erkennen, dass die Variable @ nicht linear auftritt, sondern nur in Funk-
tionen vorkommt, wodurch sie beim Ableiten immer erhalten bleiben wiirde. Es ergeben sich

bei (G_S] =0 mehrere Losungen.
ow ara

3.1.2.2. Exponentialfunktion

Exponentialfunktionen spielen in der Biologie sowie in der Physik eine entscheidende
Rolle. Mit ihrer Hilfe lassen sich Wachstum- und Zerfallsprozesse, wie zum Beispiel Wachs-
tum von Organismen, Lichtabnahme, Radioaktiver Zerfall und andere Extinktionsabldufe,
beschreiben. Auch wir Menschen vermehren uns exponentiell. Aus der Vielfalt der Prozesse,
die durch exponentielle Funktionen beschrieben werden konnen, kommt dieser nichtlinearen
Funktion eine grofle Bedeutung zu. Im Kapitel 4 wird die exponentielle Lichtabnahme im
Mondsee berechnet und in Beziehung zur Triibe des Wasserkorpers gestellt. Die Euler’sche
Zahl e wird als die Basis fiir alle Wachstums- und Zerfallsprozesse verwendet.

Die allgemeine Form einer Exponentialfunktion besitzt folgendes Aussehen:

g(t)zy0~e/“
@:lne“

Yo
Ing(t)=Iny,+A-¢. Wenn man jetzt Ing(¢) durch f(¢), sowie Iny, durch a,und A durch

Logarithmiert man diese Funktion, In bzw. Ing(t)—Iny, =A-t, so erhilt man

a,, ersetzt, gelangt man zu der Funktion f(f)=a,+a,-t. Nun wird deutlich, dass diese

Kurvenanpassung wieder eine dhnliche Form wie die lineare Kurvenanpassung in Kapitel
3.1.1. annimmt.

10
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Die Summe der Quadrate der Abstiande von Messwerten y, und Funktionswerten g(z,) bzw.

Iny, und In g(ti) soll wiederum minimal werden. Sie hat in diesem Fall folgende Form:

S :[lnyl _(ao +a, 'tl)]2 +[1ny2 _(ao +a, 'tz)]z +"'+[lnyn _(ao +a, 'tn)]z
A :Zn:[lnyz' _(ao +a, ‘ti)]z
i=1

In den Summen ( §,,-S,;) werden lediglich die y, durch Iny, ersetzt.

n

S, =n, Sy = Z(ti)’ S = Z(lny,')
i1 il

Sy = Z(ti)’ Sy = Z(tzz)a Sy = i(ti 'lnyi)

i=1 i=1 i=1
Mit den Losungen a, und @, des Gleichungssystems kann man die gesuchte

Exponentialfunktion wie folgt darstellen:
glt)=em e = el

3.1.2.3. Weitere nichtlineare Funktionen

Neben der oben vorgestellten Sinus- und Exponentialfunktion sind beispielhaft zwei
weitere nichtlineare Kurven kurz vorgestellt, auf die aber im Detail nicht weiter eingegangen
wird.

(5]

ft)=a,+a,-e — Gaulsche Glockenkurve
a -t
t)=—"
f( ) l+a,-t

3.2. Weitere Moglichkeiten zur Verbesserung der Kurvenanpassung

Bei den bisherigen Beispielen besall jeder Messpunkt, egal wie grofl der Abstand zur
gesuchten Funktion ist, das gleiche Gewicht bei der Anpassung der Parameter. Das heif3t, dass
fehlerhafte, zu weit entfernte Daten die Lage der Kurve verfilschen kdnnen. Um das zu
Vermeiden werden die Quadrate der Abstdnde gewichtet.

S = gwi(y,- _f(ti))z

Mit w, erhélt jeder Abstand ein eigenes Gewicht, welches mit der Entfernung abnimmt.

Somit spielen sogenannte ,,Datenausreifler” keine so dominierende Rolle mehr. In Abb. 3 ist
ein Beispiel dafiir dargestellt.

11
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20

I
< Data
— Regular linear fit
— - Robust fit wibisquare weights
25 o

Q 2 4 ] & 10 12 14 16 18 20

Abb. 3: Eine Regressionsgerade ohne Gewichte (durchgehend) im Gegensatz zu einer Re-
gressionsgeraden mit Gewichten (gestrichelt).

3.3. GutemaR der Kurvenanpassung

n

> (v, - 1)
Mit der Formel R* =1-4L———
>, -»)
i=1

nach www.slcontrol.com/Interface/Fit _control.html (23. 11. 2004) wird beschrieben, wie gut

die gefittete Kurve die realen Messwerte anpasst. y = L Z v, ist der Mittelwert.

n o
Wenn alle £(z,) exakt den y, entsprechen, heiBt das, dass die Funktion durch alle Messpunkte
lduft und das BestimmtheitsmaB R*> somit den Wert 1 annimmt. Ist die Giite schlechter, sinkt
R? auf einen Wert, der kleiner ist als 1.

12
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4. Anwendung der Kurvenanpassung in der Gewasserokologie

Die Gewisserdkologie (Limnologie) ist wie bereits in der Einleitung erwéhnt, eine inter-
disziplindre Wissenschaft. Die Anwendung der mathematischen Kurvenanpassung fiir Jahres-
verldufe der Wassertemperaturen (Kapitel 4.1.) und Profile der Lichtabnahme im Wasser-
korper (Kapitel 4.2.) stellen einen kleinen Ausschnitt aus der limnologischen Forschung vor.
Prinzipiell finden die hier beschriebenen Fragestellung der Limnologie auch in der Ozeano-
graphie Anwendung.

4.1. Mehrjahriger Verlauf der Wassertemperatur - eine trigonometrische Funktion

Im nachfolgenden Beispiel werde ich den ganzjdhrigen Temperaturverlauf aus dem Jahr
1978 bearbeiten. Es wurden dabei fiir jeden Tag die Wassertemperaturen des gesamten
Wasserkorpers vom Mondsee gemittelt (MWT - mittlere Wassertemperatur). Alle dafiir
benotigten Rechnungen habe ich in Excel durchgefiihrt.
Da der Temperatur {iber das Jahr hinweg einen sinusférmigen Verlauf nimmt, ist es am besten
eine lineare Anpassung mit trigonometrischen Funktionen zu verwenden.

15,0

10,0

., /—/\

V \ .y
00 A - y-mittelwert
50 150 200 250 300 %

-5,0 -

Temperaturabweichung [°C]

-10,0

Tag [d]

Abb. 4: Reale Messwerte (obere Kurve) vom Mondsee aus dem Jahr 1978 und den flr die
Anpassung verwendete unteren Datenverlauf, bei dem der Mittelwert (rund 6,3 K) subtrahiert
wurde.

Die Darstellung der Daten in Abb. 4 soll veranschaulichen, dass die neuen Temperaturwerte
(untere Kurve) nun die x-Achse schneidet und man somit die Nullstellen, die zugleich auch
die Wendepunkte sind, berechnen kann. Diese MaBBnahme dient einzig und allein als Hilfe fiir
die Berechnung der Kurvenanpassung. Somit ist es auch nicht verwunderlich, dass die neuen
durchschnittlichen Wassertemperaturen des gesamten Mondsees am Anfang und am Ende des
Jahres negativ sind. Wenn man spiter den wirklichen y-Wert berechnen will, so muss man
nur den Mittelwert wieder dazu addieren.

13
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4.1.1. Beschreibung der mathematischen Auswertung der trigonometrischen Funktion

4.1.1.1. Berechnung der Kurvenparameter mittels einer Exceltabelle

Die Berechnungen der Kurvenparameter werden in Tabelle 1 dargestellt. Aus Platzgriinden
sind nicht alle Daten gezeigt. So befindet sich die Zeile 36 aus Tabelle 1 in der Originaltabelle
eigentlich in Zeile 372.

Beschreibung der einzelnen Spalten:

Spalte A: die realen Messdaten

Spalte B: Anzahl der Tage

Spalte C: Messdaten minus Mittelwert

Spalte D: Summanden der Summe S;;

Spalte E: Summanden der Summe S;,/S>;

Spalte F: Summanden der Summe S;;

Spalte G: Summanden der Summe S>,

Spalte H: Summanden der Summe S>;

Spalte I: die an der Stelle ¢ berechneten Funktionswerte f(z,)
Spalte J: die Abweichung der Messdaten minus Mittelwert von Funktionswerten
Spalte K: das Quadrat der Abweichung (Spalte J)

Spalte L: das Quadrat der Messdaten minus Mittelwert

Spalte M: Klasseneinteilung fiir die Werte aus Spalte J

Spalte N: Haufigkeit des Auftretens der Werte von Spalte J laut Klasseneinteilung
Beschreibung von einzelnen Feldern:

Feld A36: Mittelwert der Messdaten

Feld C36: Summe der Werte aus Spalte C (zur Kontrolle, muss 0 ergeben)

Felder D36-H36: die Summen S;; bis S>3

Feld K36: Summe der Werte aus Spalte K (fiir R?)

Feld L36: Summe der Werte aus Spalte L (fiir R?)

Feld G2: Periodendauer T
Feld G3: Kreisfrequenz o
Feld J1: berechneter Parameter a; der angepassten Kurve
Feld J2: berechneter Parameter a, der angepassten Kurve
Feld J3: Bestimmtheitsmal3 R?
Feld L1: berechneter Phasenwinkel ¢
Feld L2: die dem Phasenwinkel ¢ entsprechende Anzahl von Tagen ¢
Feld L3: Amplitude 4
Erlduterung zu Feld L2:
. (27 (2t 2.7t .
Aus f(t)= A‘sm(T(t—tO)] =A-sm( 7 °)= A‘s1n(a)~t+(p)

ergibt sich fiir die Tagesanzahl ¢, die der Phasenverschiebung ¢ entspricht:

Vorgegebene Werte befinden sich lediglich in den Spalten A, B und M sowie im Feld G2.
Alle anderen Felder wurden mittels Formeln berechnet. Zum Beispiel kann man durch die
Eingabe einer anderen Periodendauer in Feld G2 die gesamten berechneten Werte verdndern.

14
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Begriindung fiir die Wahl von T

Fiir Ablaufe in der Natur, wie zum Beispiel die Abfolge der Jahreszeiten, ist die Bewegung
der Erde um die Sonne entscheidend. Die Zeitdauer einer Sonnenumrundung, das heifit von
Friihlingspunkt zu Friihlingspunkt, betrdgt 365,2422 Tage und wird tropisches Jahr genannt.
Der Kalender wird durch bestimmte Regeln so angepasst, dass der Friihlingspunkt auf den 21.
oder 20. Mérz fallt. Das wird erreicht, in dem zusétzliche Tage in bestimmten Jahren, genannt
Schaltjahre, eingeschoben werden. Ansonsten wiirde der Friihlingspunkt in den kalenda-
rischen Winter wandern. In Tabelle 2 ist dargestellt, wie sich der Friihlingspunkt bei einem
365-Tage Kalender und bei einem 365,25-Tage Kalender tiber 100 Jahre ohne Korrektur
verschiebt.

Durch eine Kalenderreform von Papst Gregor XIII. wurde folgende Regel giiltig:

Jahreslinge =365 + 11 + R =365,2425 d
4 100 400

Das bedeutet, dass bei allen ohne Rest durch 4 teilbaren Jahreszahlen 1 Tag eingefiigt wird,
bei allen durch 100 teilbaren Jahreszahlen dieses Einfiigen nicht statt findet, aber doch erfolgt,
wenn die Jahreszahl ganzzahlig durch 400 teilbar ist.

Tabelle 2: Vergleich zwischen einem 365-Tage-Jahr und einem Jahr mit 365,25 Tagen.

Jahre 365-Tage-Jahr 365,25-Tage-Jahr
0 21.03. 00:00 Uhr 21.03. 00:00 Uhr
4 21.03. 23:15 Uhr 20.03. 23:16 Uhr
8 22.03.22:30 Uhr 20.03. 22:31 Uhr
12 23.03. 21:45 Uhr 20.03. 21:46 Uhr
16 24.03. 21:00 Uhr 20.03. 21:01 Uhr
20 25.03. 20:15 Uhr 20.03. 20:16 Uhr
92 12.04. 06:45 Uhr 20.03. 06:46 Uhr
96 13.04. 06:00 Uhr 20.03. 06:01 Uhr
100 14.04. 05:15 Uhr 20.03. 05:16 Uhr
Astronomischer Astronomischer
(meteorologischer) (meteorologischer)
Friihling Friihling
U U
Kalendarischer Sommer Kalendarischer Winter

Fiir meine Auswertungen reicht es die erste Regel zu befolgen und die Jahresldnge mit 365,25
Tagen anzugeben, da von 1904 bis 2096 durchgingig alle 4 Jahre ein Schalttag eingefiigt
wird.

Dadurch wird nun klar, warum es bei meinen Daten keinen Sinn macht, 7 bzw. @ als

Variable fiir die Anpassung zu betrachten.
Graphische Darstellung des Ergebnisses der Anpassung:

16



FBA Irene Teubner

y-mittelwert

-

Temperaturabweichung

Tag [d]

Abb. 5: Die gefittete Sinusschwingung im Vergleich zu den Messwerten (des Temperatur-
verlaufes aus dem Jahr 1978) minus deren Mittelwert.

Das errechnete R = 0,9899 und Abb. 5 zeigen, dass die urspriinglichen Daten keine all zu
groBen Abweichungen von der angepassten Kurve aufweisen. Abb. 6 zeigt, dass die Abwei-
chungen nahezu normal verteilt sind. Man kann das auch als graphische Bestétigung fiir den
hohen Wert von R? sehen.

0.8

« (y-mittelwert)-f

Abweichung

S o
L N
I I

o
o

Tag [d]

Abb. 6: Abweichung der Werte von der Fitkurve.
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4.1.1.2. Graphische Beschreibung in Mathematika: Warum werden Temperaturverlufe nicht mittels
Polynomfunktion sondern besser iiber Sinusschwingungen angepasst?

Die Bestimmung bestimmter Parameter der Datenkurven und die graphische Darstellung
lassen sich in Mathematica einfacher und iibersichtlicher ausfiihren als in Excel.
Mathematica gehort zu den erfolgreichsten Programmen der Angewandten Mathematik und hat einen
Stellenwert wie zum Beispiel Microsoft Word fiir die Text- oder Adobe Photoshop fiir die
Bildverarbeitung. Mathematica ist besonders leistungsfahig in den Gebieten Graphik, Numerik,
Statistik und Algebra. Ein besonderer Vorteil besteht darin, dass dieses Programm in der Lage ist
symbolisch, also ohne konkrete Zahlenwerte, zu rechnen, was in Excel zum Beispiel nicht moglich ist.

Einerseits dient Mathematica mir zur Uberpriifung der errechneten Parameter und andererseits
zum Vergleich von Sinusfunktionsfittung mit einer Polynomfittung 6ten Grades.

Abb. 7: Darstellung der Originalwerte (gepunktet), der angepassten Sinusschwingung (schwarz)
und der gefitteten Polynomfunktion (rot).

Man sieht, dass die Polynomfunktion die Messwerte nicht reprasentiert (Abb. 7).

Wenn die t-Werte durch 10 oder durch 100 dividiert werden, ergibt sich jedoch eine relativ
genaue Anpassung (Abb. 8):

Abb. 8: Darstellung der Originalwerte (gepunktet), der angepassten Sinusschwingung (schwarz)
und der gefitteten Polynomfunktion (rot) in einem Intervall von 0 bis 36,5, welches das Jahr
reprasentiert.
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Doch wenn man einen groBeren Bereich der Funktionen betrachtet, ist es nicht zu {ibersehen,
dass die Polynomfunktion auB3erhalb des Wertebereichs irgendwo verlduft und somit nicht fiir
eine Extrapolation verwendet werden kann (Abb. 9).

Abb. 9: Darstellung der Originalwerte (gepunktet), der angepassten Sinusschwingung (schwarz)
und der gefitteten Polynomfunktion (rot) in einem gréReren Intervall.

4.1.2. Bewertung der Parameter der Kurvenanpassung: Abhangigkeit der Wassertemperatur vom Klima
und Wetter

Die Abhéngigkeit vom Klima wird hdufig tiber den sogenannten NAO-Index nach
www.cgd.ucar.edu/~jhurrell/indices.html (10. 11. 2004) bewertet. Der North Atlantic
Oscillation Index gibt die Luftdruckdifferenzen zwischen einer Wetterstation in Island und
einer Station im Siiden an, wie zum Beispiel Gibraltar. Diese gemessen Werte werden oft fiir
Vergleiche zwischen Klima und lokalem Wetter verwendet.

J. W. Hurrell hat die Abweichungen der Temperatur vom NAO-Index berechnet und somit ein
langjdhriges Mittel erhalten. Die Abweichungen sind jedoch auch fiir die einzelnen Monate
berechnet worden. In Abb. 10 wird der NAOpma-Index dargestellt (gilt fiir die drei Monate
Februar bis April). Werte, die grofler als Null sind, besitzen eine positive und Werte, die
kleiner als Null sind, eine negative Abweichung vom langjihrigen Drei-Monatsmittel.
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Abb. 10: NAO-Index: Abweichung vom langfristigen Drei-Monatsmittel NAO (Monate Februar,
Méarz und April) (NAOgua-Index) von 1980 bis 2003.
(Verandert nach www.cgd.ucar.edu/~jhurrell/indices.html (10. 11. 2004))

Anhand der Jahresmittelwerte in Abb. 11 kann man sehr gut erkennen, dass Lufttemperatur,
Niederschlag und Sonneneinstrahlung des Salzkammergutes sowie der Wasserstand vom
Mondsee in Beziehung zum NAO-Index stehen. In einem extrem NAO-positiven Jahr, in
welchem also eine grof3e positive Abweichung vom jéhrlichen NAO vorliegt, ergibt sich eine
sehr hohe Lufttemperatur und sehr hohe Sonneneinstrahlung aber ein nur sehr geringer
Niederschlag sowie ein sehr niedriger Wasserstand im Mondsee. Umgekehrt lassen sich
extrem NAO-negative Jahre als kalte, bewdlkte regnerische Jahre mit einem hohen
Wasserstand im Mondsee beschreiben (positive und negative Korrelation siche nachfolgender
Text zu Bestimmtheitsmal}). Damit wird hier der Bezug zwischen dem Klima (NAO) und
dem Wetter hergestellt (Lufttemperatur usw.). Im Beispiel der hier beschriebenen
Temperaturverldufe wurde der NAOgpuma-Index verwendet, da sich die jahreszeitliche
Verschiebung am besten im Friihjahr feststellen ldsst.

Das Wetter im alpinen Gebiet ist sehr spezifisch, d.h. durch Fonwetterlagen geprégt. Der
regionale Wetterindex nach Steinacker (2000) wird aus zehn Haupt-Stromungslagen
berechnet. Dieser Steinacker-Index bezieht sich in der Fachbereichsarbeit ebenfalls auf einen
Friihjahrsindex. Es wurde hier die Stidwest-Wetterlage (SW) im Mai (5) ausgewahlt, der den
Einfluss des feuchten Siidwestwindes im Monat Mai beschreibt (Steinackersw(s)). Die beiden
Indizes, NAO und Steinacker, beziehen sich damit auf das ,,globale” Klima sowie das
,regionale® Wetter.
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Abb. 11: Abhangigkeit der Jahresmittelwerte von der Lufttemperatur, der Sonneneinstrahlung
und dem Niederschlag im Salzkammergut sowie dem Wasserstand des Mondsees vom Klima
(jahrlicher NAO-Index) fiir eine Periode der letzten 19 bis 24 Jahre. Die Geraden stellen die
bestmdgliche Anpassung der Regression grafisch dar und werden als Regressionsgeraden
bezeichnet. Die gestrichelten Linien markieren den 95%-igen Vertrauensbereich. (Grafiken
verandert nach Teubner & Dokulil (2003).

Die Temperatur des Mondsee wurde zweifach bewertet. Zum einen wurde die MWT
berechnet (s. Kapitel 4.1), um die Warmespeicherkapazitit des gesamten Wasserkorper in
Abhingigkeit von Klima- und Wetterdnderungen zu bewerten. Zum anderen wurde die Ober-
flichenwassertemperatur (OWT) ermittelt, um den Einflul von Klima- und Wetterdnderungen
auf die Grenzschicht des Sees zur Atmosphére zu beurteilen. Der langjdhrige Verlauf beider
Wassertemperaturen wird in Abb. 12 gezeigt. Die Trendlinien weisen auf eine Erwéarmung
tiber die letzten 25 Jahre hin. Sie betrdgt pro Dekade 0,73°C bei der OWT und 0,22°C bei der
MWT.
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Abb. 12: Langzeitentwicklung der Wassertemperatur an der Oberflache (OWT) und Uber den
gesamten Wasserkorper gemittelt (MWT) im Mondsee von 1978 bis 2003. Die beiden
Trendlinien zeigen eine Erwarmung im Verlauf der letzten 25 Jahre an. Weitere Erlauterung
siehe Text.

Der jeweilige Tag im Jahr, an dem das Jahresmaximum der Temperatur erreicht wurde, ist in
Abb. 13 A dargestellt. Diese Tage wurden mittels Umformungen aus der Phasenverschiebung
@ der Sinusfunktion berechnet (siche Kapitel 4.1.1.1.). Das Jahresmaximum liegt fiir die

MWT zwischen dem 224. und dem 238. Tag, fiir die OWT zwischen dem 217. und dem 248.
Tag, d.h. ca. zwischen Anfang August und Anfang September. Der Wert fiir MWT schwankt
damit iiber eine Periode von 14 Tagen, fiir OWT iiber 31 bzw. 21* Tage im Jahr. Damit
zeigen sowohl die Ausgangsdaten in Abb. 12 als auch die berechneten Phasenverschiebungen
in Abb. 13 A eine stirkere Temperaturschwankungsbreite in der oberflaichennahen Schicht
gegeniiber dem gesamten Wasserkorpers an.

Weiters ldsst sich in Abb. 13 A ein Trend bei der Phasenverschiebung ablesen. Die eingefiigte
Trendlinie zeigt an, dass das Jahresmaximum {iber die letzten 25 Jahre immer zeitiger im Jahr
erreicht wurde. Sie verschiebt sich pro Dekade um 2,4 Tage fiir MWT und 2,2 Tage fiir OWT
(1asst man den OWT-Wert 2002 wiederum unberiicksichtigt, betrdgt der Trend eines fritheren
Jahresmaximum bei OWT um 5,4 Tage per Dekade).

Abb. 13 B zeigt den Tag des Jahresmaximums aus den Originaldaten, d.h. genau den Tag an
dem tatsdchlich die hochste Wassertemperatur im Jahr gemessen wurde, und die Werte nach
der angepassten Kurve. Es zeigt sich deutlich, dass die Tage ermittelt nach den
Originalwerten viel stirker variieren als die, welche durch die Kurvenanpassung berechnetet
wurden. Diese viel stirkere Schwankungsbreite der Originaldaten ergibt sich durch die
Zufilligkeit einzelner Temperaturwerte.

* Flir OWT ergibt sich eine Unsicherheit flr den Jahreswert 2002 in Abb. 13 A. Lasst man diesen Wert
unberiicksichtigt, reduziert sich die Schwankungsbreite auf 21 Tagen.
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Abb. 13 (A, B): A: Zeitpunkt des Tages im Jahr, bei dem die maximale Temperatur (MWT bzw.
OWT) erreicht wurde. Diese Tage wurden mittels Kurvenanpassung basierend auf einer
Sinusfunktion ermittelt.

B: Zeitpunkt des Tages im Jahr, bei dem die maximale durchschnittliche Wassertemperatur
(MWT) erreicht wurde. Das eine mal wurden die Werte der angepassten Sinusschwingung und
das andere mal die Werte der Funktion ohne Kurvenanpassung verwendet.

In Abb. 14 wird der Effekt von Klima und Wetter auf die zeitliche Verschiebung der Jahres-
dynamik der Temperatur betrachtet. Das Bestimmtheitsmal} einer Korrelation, der Wert R? ,
zeigt die Giite eines Zusammenhanges an (vergleiche mit Kapitel 3.3.). R? berechnet sich aus
dem Quadrat des Korrelationskoeffizienten. Beispielhaft ist in Abb. 11 der Korrelations-
koeffizient angegeben, der je nach dem, ob ein direkter (positiver) oder ein indirekter (nega-
tiver) Zusammenhang besteht, ein positives oder negatives Vorzeichen besitzt. Bei einer
Angabe des Bestimmtheitsmalles, wie in Abb. 13, erklart sich aus dem Wert an sich nicht
mehr, ob der Zusammenhang direkt oder indirekt ist. Aus dem Verlauf der Regressions-
geraden jedoch, wird sichtbar, dass die Wassertemperatur negativ mit dem NAOgpya-Index
korreliert. Mit anderen Worten, je hoher der NAOgpya-Index ist, d.h. je sonniger, wérmer und
trockener das Wetter ist, desto kleiner ist der Wert fiir den Tag vom Jahrestemperatur-
maximum, d.h. um so frither wird die maximale Temperatur im Jahr erreicht. Das leicht
hohere Bestimmtheitsmal} von 0,21 gegeniiber 0,18 erklért, dass die MWT etwas stirker vom
Klima beeinflusst wird als die OWT. Umgekehrt ergibt sich eine positive Korrelation
zwischen dem Tag der Jahresmaxima der Temperatur und dem Index nach Steinackersws).

23



FBA

Irene Teubner

Ein Vorherrschen von feuchten Siidwestwinden fiihrt zu einer Verzogerung des Erreichen der
Jahresmaxima. Anhand des Bestimmtheitsmafles ist zu sehen, dass die oberflichennahe
Wasserschicht viel stirker vom Wetter beeinflusst wird als der gesamte Wasserkorper.
NAOrma-Index und Steinackersw(s) sind negativ zueinander korreliert, wobei der erstere in
den letzten 25 Jahren zugenommen und der letztere abgenommen hat.
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Abb. 14 A-D: Die Korrelation zwischen dem Tag der maximalen Temperatur im Mondsee und
dem Klima- (NAOrua-Index, Abb. A-B) bzw Wetterindex (Steinackersws), Abb. C-D). MWT
werden in Abb. A und C, OWT in B und D gezeigt.
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4.2. Unterwasser Lichtprofile — eine Exponentialfunktion

Die Intensitit des Lichtes nimmt in einem Gewdsser mit dessen Tiefe ab. Anhand von
Abb. 15 wird deutlich, dass dieser Zusammenhang durch eine exponentielle Funktion dar-
gestellt wird. Die Formel fiir die Lichtabnahme lautet nach Lampert und Sommer (1993):

E,(z)=E,(0)-e**. Mit E,(0) bezeichnen sie die Strahlungsintensitit an der Oberfliche
und mit £, (z) ist die Strahlungsintensitdt in der Tiefe z gemeint. Die Konstante k, nennt

man vertikalen Attenuationskoeffizient. Sie gibt an, wie schnell das Licht absorbiert wird. Je
hoher k, ist, desto schneller nimmt das Licht mit der Tiefe ab. Die Lichtattenuation wird nach

Lampert und Sommer als Abnahme oder Abschwichung der Lichtintensitdt bezeichnet und
tritt auf Grund von der Streuung an Partikeln und der Absorption durch Wasser auf.

Um den vertikalen Attenuationskoeffizienten berechnen zu koénnen, wird die Lichtintensitét
[LE m™~s™'] mit Hilfe eines Lichtmessgerites (Li-CHOR Kugelsensor, Abb. 16) in Im Abstin-
den im Tiefenprofil im Wasser gemessen (Abb. 15). Die Einheit pE m™ s™ (E steht fiir
Einstein) zdhlt zu den gebriuchlichsten Einheiten, um das Licht anzugeben. 1 Einstein ist
festgelegt als 1 mol Photon (Lichtquant). Der Li-CHOR-Sensor misst die Lichtintensitét {iber
den Wellenlédngenbereich von 400 — 700 nm, auch Bereich der photosynthetisch aktiven
Strahlung (PAR) genannt.

Lichtintensitit [uE m2 s™]
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
0 | | | | | | | *

Tiefe [m]
(o]

—

N
e

v

Abb. 15: Exponentielle Abnahme der Lichtintensitét [UE m?s™] mit der Wassertiefe im Mondsee
am 30.03.2004.
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Abb. 16: Gerate zum Messen der Lichtintensitat (LI-CHOR Kugelsensor, 1) und der Sichttiefe
(Secchi-Scheibe, 2).

4.2.1. Beschreibung der Auswertung der Exponentialfunktion in einer Exceltabelle

Ich habe die Daten der Lichtmessung (LI-CHOR Kugelsensor, Abb. 16) am 21.03.2000
aus dem Mondsee ausgewdhlt, um anhand dieses Beispiels die Auswertung der Exponential-
funktion in Tabelle 3 ndher zu erkldren. Die Auswertung der gesamten Serie der Lichtmess-
ungen fiir die zwei Jahre 1999 und 2000 erfolgt in Kapitel 4.2.2..

Beschreibung der einzelnen Spalten:

Spalte A:
Spalte B:
Spalte C:
Spalte D:

Spalte E:

Angabe der Tiefe im Wasser

die mit dem LI-CHOR Kugelsensor gemessene Lichtintensitét
prozentuale Lichtintensitit

Angabe der Michtigkeit der Wasserschicht, iiber welche die
Lichtabnahme berechnet wurde

der berechnete Attenuationskoeffizient &, der jeweiligen Wasserschicht

Beschreibung von einzelnen Feldern:

Feld E24:
Feld E25:
Feld E27:

Feld E28:

Berechnung des Mittelwertes der Attenuation

Berechnung des Medianwertes der Attenuation

Tiefe der euphotischen Zone ermittelt durch den Mittelwert der
Attenuation

Tiefe der euphotischen Zone ermittelt durch den Medianwert der
Attenuation

Der Attenuationskoeffizient k, in Spalte E wurde nach Lampert und Sommer (1993) mit

Hilfe der Formel &, =

InE,(0)-nE,(z)

z

berechnet.
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4.2.2. Bewertung der Parameter der Unterwasser-Lichtprofile: Abhédngigkeit der Lichtabnahme
von der Triube und der Algenentwicklung im See

Lichtintensitat [%]
0 0 an B0 a0 100

Euphotische
Zone

Wassertiefe [m]

Abb. 17: Ein Beispiel fur die prozentuelle Lichtabnahme im Mondsee am 30.03.2004. Die
euphotische Zone entspricht der Wasserschicht mit mehr als 1 % Lichtintensitat.

Algen sind Pflanzen, die zur Photosynthese Licht bendtigen. Setzt man die Lichtintensitét
an der Wasseroberfliche gleich 100 %, ergibt sich eine prozentuale Abnahme der
Lichtintensitdt mit zunehmender Wassertiefe. Algen konnen nur bis zu dieser Grenze von 1%
Lichtintensitdt Photosynthese betreiben. Die Wasserschicht von 100 bis 1 % wird daher als
euphotische Zone bezeichnet. Die schwarze Linie in Abb. 17 zeigt, wo sich die 1%
Lichtgrenze befindet. Die weisse Fliche markiert die Grofle der euphotischen Zone von 0-
12,2 m. Die euphotische Zone in dem alpinen Mondsee schwankt im Verlauf der Jahre 1999
bis 2000 zwischen 9 und 15 m und betrdgt im Durchschnitt 11,13 m (Abb. 18).

Eine andere Mdglichkeit ist es mit der Secchi-Scheibe die Wassertriibe zu messen (Abb. 16).
Man hélt eine weille Metallscheibe so tief ins Wasser bis man diese nicht mehr sieht. Beim
Heraufziechen misst man die Tiefe, bei der man die Secchi-Scheibe wieder erkennen kann.
Diese so ermittelte Tiefe wird als Sichttiefe eines Gewéssers bezeichnet.

Es ist klar, dass mit einer zunehmenden Wassertriibe die euphotische Zone und die Sichttiefe
abnehmen. Abb. 19 zeigt den Vergleich zwischen der Sichttiefe und der euphotischen Zone
tiber den Zeitraum 1999-2000. Der Bestimmtheitsgrad R = 0,57 zeigt an, dass beiden GréB3en
miteinander positiv korrelieren, d.h. direkt voneinander abhingig sind. In Abb. 20 wird die
Abhingigkeit der euphotischen Zone von der Algenbiomasse gemessen als Chlophyll-a-Kon-
zentration gezeigt. Der negative Korrelationskoeffizient (R = - 0,35) verweist auf einen
indirekten Zusammenhang zwischen beiden Grofen. Je groBer die Chlorophyll-a-Konzen-
tration ist desto kleiner ist die Sichttiefe.

Wenn von einer bestimmten Lichtmessungen zum Beispiel die Daten von der euphotischen
Zone fehlen, geht man normalerweise davon aus, dass das 3,2-fache der Sichttiefe der Tiefe
der euphotischen Zone entspricht. Jedoch besitzen die organischen und anorganischen Teil-
chen (Algen und anorganische Schwebstoffe), welche die Gewissertriibung verursachen,
unterschiedliche optische Eigenschaften. Fiir den Mondsee ergibt sich in der Abb. 19 ein
relativ niedriger Korrelationskoeffizient von nur 0,57. Dieser geringe Zusammenhang ergibt
sich im Mondsee aus der Tatsache, dass im Jahresverlauf entweder viel anorganische Triibe
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oder viele Algen vorliegen. Deshalb ist der oben genannte Umrechnungsfaktor fiir den See
Mondsee nicht geeignet.

Euphotische Zone [m]

1999

2000

Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct MNov Dec Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Mov Dec
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Abb. 18: Die Anderung der euphotischen Zone fiir die Jahre 1999 und 2000 im Mondsee.
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Abb. 19: Zusammenhang zwischen der Sichttiefe und der Tiefe der euphotischen Zone
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Abb. 20: Abhangigkeit der Algenbiomasse von der Tiefe der euphotischen Zone.
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7. Abbildungs- und Tabellenverzeichnis

Abbildungen
Seite
Abb. 1: 3 fiktive Messwerte (Sternchen) und die dazugehorigen Funktionswerte auf der 4
Geraden (Punkte). Die Abstinde zwischen Sternchen und Punkten sollen moglichst
klein werden, um eine mdglichst gut angepasste Funktion zu erhalten.

Abb. 2: 4 Fiktive Losungen (blaue Striche), die bei einer Kurvenanpassung basierend auf 8
einer sinusformigen Schwingung entstehen konnen.

Abb. 3: Eine Regressionsgerade ohne Gewichte (durchgehend) im Gegensatz zu einer 12
Regressionsgeraden mit Gewichten (gestrichelt).

Abb. 4: Reale Messwerte (obere Kurve) vom Mondsee aus dem Jahr 1978 und den fiir die 13
Anpassung verwendete unteren Datenverlauf, bei dem der Mittelwert (rund 6,3 K)
subtrahiert wurde.

Abb. 5: Die gefittete Sinusschwingung im Vergleich zu den Messwerten (des Temperatur- 17
verlaufes aus dem Jahr 1978) minus deren Mittelwert.

Abb. 6: Abweichung der Werte von der Fitkurve. 17

Abb. 7: Darstellung der Originalwerte (gepunktet), der angepassten Sinusschwingung 18
(schwarz) und der gefitteten Polynomfunktion (rot).

Abb. 8: Darstellung der Originalwerte (gepunktet), der angepassten Sinusschwingung 18
(schwarz) und der gefitteten Polynomfunktion (rot) in einem Intervall von 0 bis 36,5,
welches das Jahr repréisentiert.

Abb. 9: Darstellung der Originalwerte (gepunktet), der angepassten Sinusschwingung 19
(schwarz) und der gefitteten Polynomfunktion (rot) in einem groBeren Intervall.

Abb. 10: NAO-Index: Abweichung vom langfristigen Drei-Monatsmitte]l NAO 20
(Monate Februar, Mérz und April) (NAOgma-Index) von 1980 bis 2003.
(Verédndert nach www.cgd.ucar.edu/~jhurrell/indices.html (10. 11. 2004))

Abb. 11: Abhingigkeit der Jahresmittelwerte von der Lufttemperatur, der Sonnenein- 21
strahlung und des Niederschlages im Salzkammergut sowie des Wasserstandes
des Mondsees von dem Klima (jéhrlicher NAO-Index) fiir eine Periode der letzten
19 bis 24 Jahre.
Die Geraden stellen die bestmdgliche Anpassung der Regression grafisch dar und
werden als Regressionsgeraden bezeichnet. Die gestrichelten Linien markieren den
95%-igen Vertrauensbereich. (Grafiken verdandert nach Teubner & Dokulil, 2003).
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Abb. 12: Langzeitentwicklung der Wassertemperatur an der Oberfldche und {iber den 22
gesamten Wasserkorper gemittelt im Mondsee von 1978 bis 2003. Die beiden
Trendlinien zeigen eine Zunahme fiir beide Temperaturverldufe an. Weitere Erlau-
terung siche Text.

Abb. 13 (A, B): A: Zeitpunkt des Tages im Jahr, bei dem die maximale Temperatur 23
(MWT bzw. OWT) erreicht wurde. Diese Tage wurden mittels Kurvenanpassung
basierend auf einer Sinusfunktion ermittelt.

B: Zeitpunkt des Tages im Jahr, bei dem die maximale durchschnittliche Wassertem-
peratur (MWT) erreicht wurde. Das eine mal wurden die Werte der angepassten
Sinusschwingung und das andere mal die Werte der Funktion ohne Kurvenanpassung
verwendet.

Abb. 14 A-D: Die Korrelation zwischen dem Tag der maximalen Temperatur im Mondsee 24
und dem Klima- (NAOgwma-Index, Abb. A-B) bzw. Wetterindex (Steinackersws),

Abb. C-D). MWT werden in Abb. A und C, OWT in B und D gezeigt.

Abb. 15: Exponentielle Abnahme der Lichtintensitit [pE m™ s'] mit der Wassertiefe im 25
Mondsee am 30.03.2004.

Abb. 16: Gerite zum Messen der Lichtintensitdt (LI-CHOR Kugelsensor, 1) und der 26
Sichttiefe (Secchi-Scheibe, 2).

Abb. 17: Ein Beispiel fiir die prozentuelle Lichtabnahme im Mondsee am 30.03.2004. 28
Die euphotische Zone entspricht der Wasserschicht mit mehr als 1 % Lichtintensitit.

Abb. 18: Die Anderung der euphotischen Zone fiir die Jahre 1999 und 2000 im Mondsee. 29
Abb. 19: Zusammenhang zwischen der Sichttiefe und der Tiefe der euphotischen Zone. 29

Abb. 20: Abhingigkeit der Algenbiomasse von der Tiefe der euphotischen Zone. 29

Tabellen

Tabelle 1: Exceltabelle zur Berechnung der sinusférmigen Kurvenanpassung der MWT 15
und ihrer Parameter

Tabelle 2: Vergleich zwischen einem 365-Tage-Jahr und einem Jahr mit 365,25 Tagen. 16

Tabelle 3: Exceltabelle zur Berechnung der Lichtattenuation 27
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5. Zusammenfassung:

Die Okologie beschiftigt sich nach Brockhaus (2001) mit den Wechselbeziehungen zwischen
den Organismen und der unbelebten (abiotische Faktoren wie Klima, Boden) und der belebten
Umwelt (biotische Faktoren) sowie mit dem Stoff- und Energichaushalt der Biosphére. Die
Untereinheiten der Biosphire werden als Okosysteme, d.h. als ein Wirkungsgefiige zwischen
Lebewesen verschiedener Arten und ihrem Lebensraum definiert. Das Erforschen dieser
Wechselbeziehungen erfordert die Veranschaulichung komplexer Zusammenhinge. Wird ein
kleiner Teil in einem solchen Okosystem veriindert, so wirkt sich dies auch auf die benach-
barten Gebiete aus. Die Okosystemforschung untergliedert sich in den aquatischen und den
terrestrischen Bereich.

In meiner Fachbereichsarbeit habe ich mich auf einen kleinen Ausschnitt aus der aquatischen
Okologie konzentriert. Das Ziel meiner Arbeit bestand darin ursichliche Zusammenhiinge
mittels mathematischer Modelle herauszufinden. Die Datenauswertung basierte auf
okologischen Messreihen.

Die ZweckmaifBigkeit der mathematischen Kurvenanpassungen bei der Auswertung komplexer
Zusammenhénge lasst sich mit Hilfe eines Vergleichs zwischen Originaldaten und Daten aus
einer Kurvenanpassung iiberzeugend zeigen. Wie im Kapitel 3.1.2.1 beispielhaft anhand der
mittleren Wassertemperatur (MWT) gezeigt wurde, variiert der Tag, an dem der Temperatur-
Jahreshochstwert auftritt, sehr stark. Die starke Variabilitdit der Originaldaten wird als
,Rauschen“ bezeichnet und kann verschiedene messtechnische Ursachen wie falsches
Ablesen von Werten, Fehler bei der Eichung von Geréten oder zeitliche UnregelméBigkeit bei
den Entnahmen von Proben haben. Ein solches Rauschen spiegelt damit eine Zufélligkeit der
Werte ohne 6kologische Bedeutung wieder. Der Nachteil eines starken Rauschens ist, dass
der ursichliche Trend oder Zusammenhang, den man eigentlich untersuchen mochte, {ibertont
wird. Somit wére der gesuchte Trend nicht mehr analysierbar. Um einer Zufdlligkeit im
Datensatz entgegenzuwirken, werden die Parameter liber eine Kurvenanpassung berechnet
und somit gefiltert. Das hier besprochene Beispiel der MWT veranschaulicht, dass die
Zeitpunkte der Jahresmaxima, wenn sie einer angepassten Sinuskurve entnommen wurden
(Berechnung der Phasenverschiebung einer Sinusschwingung siehe Kapitel 3.1.2.1.), an
nzufdlliger” Variabilitdt verloren haben und daher den eigentlichen Trend zeigen. Aus diesem
Grund werden die Parameter wie z.B. der Tag des Jahrestemperaturmaxima durch eine
sinusformige Kurvenanpassung ermittelt. Allgemein gesagt konnte ich damit zeigen, dass das
Anwenden mathematischer Funktionen auf biologische Abldufe sinnvoll ist.

Die Ergebnisse meiner Fachbereichsarbeit zeigen, dass die errechneten Parameter einer
angepassten Sinusschwingung gut mit dem Wetter-Index nach Steinacker korrelieren. Das
heiflt, dass das regionale Wetter die Temperatur im See entscheidend beeinflusst. Aber auch
das Klima spielt fiir das aquatische Okosystem See eine wichtige Rolle. Beim Betrachten der
Parameter der Temperaturkurve ldsst sich ein Trend, der durch das Klima verursacht wurde,
dahingehend feststellen, dass sich der Zeitpunkt des Jahresmaxima der mittleren Wasser-
temperatur immer zeitiger im Jahr ereignet. Die Korrelation zwischen der mathematisch
berechneten Lichtabnahme und der Chlorophyll-a-Konzentration weist darauf hin, dass das
Lichtklima im Wasserkorper durch eine Triibe infolge der Algenentwicklung im wesentlichen
bestimmt wird.

Ich habe mich, wie oben bereits erwéhnt, mit einem kleinen Ausschnitt aus der aquatischen
Okologie beschiftigt. Da Organismen und Okosysteme nicht rein mathematisch, physikalisch,
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chemisch oder biologisch ,,funktionieren®, ist eine interdisziplinire Bewertung notwendig.
Mit meiner Fachbereichsarbeit konnte ich aufzeigen, dass die Mathematik die Grundlage fiir
sinnvolle biologische Auswertungen darstellt. Nicht nur in der Biologie nehmen solche
interdisziplindren Auswertungen einen zunehmenden Stellenwert ein.
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